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Ⅰ. 서  론

단일 점표적의 경우 무지향성 두 안테나에서의 기저대
역(baseband) 측정값을  라고 하고, sum/delta 신호를
각각 , 로 표시하자. 그림 1에 이들
을 복소평면에 보였다. 이제   사이의 각도를

  arg arg라고하면 tan  ,  
이므로

  tanIm

  (1)

로 표현할 수 있다[1]. 즉 두 안테나에서 받은 평면파의 위

상차는 값으로부터 식 (1)에서 구할 수 있고, 평면파
의 도래각(angle of arrival), 는 sin   로부터 얻
을 수 있다. 여기서 , 는 각각 파수(wave number), 안테
나 사이의 거리를 의미한다. 
모노펄스레이다로 개의산란점을가지고있는큰표적

(extended target)의 각도를 측정하려고 할 경우, 고해상도가
아닌 일반 레이다를 사용하게 되면 이들 산란점들은 분해되
지않고(unresolved) 같은거리셀, 같은도플러셀안에존재하
게 된다. 이때 두 안테나에서의 측정값은 식 (2)와 같다.

 ,    
. (2)
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요  약

레이다는 큰 표적이나 구조물을 다수의 산란점들로 인식하는데, 추적레이다의 경우, 이들을 미분해 산란점 각도들의
평균각도를 추정하는 것이 중요하다. 본 단편 논문에서는 일반적 모노펄스 각도 추정값들의 최빈값이 이들 산란점 각도
들의 가중치 원형 평균값임을 해석적으로 보이고 모의실험으로 확인하였다.  

Abstract
In radar, an extended target or structure is perceived as a collection of multiple point scatterers. For tracking radar, determining the 

weighted mean (or centroid) angle of these unresolved scatterers is crucial. Our study demonstrates that the monopulse angle estimate 
corresponds to the weighted circular mean of the angles of multiple scatterers, as supported by both analytical and simulation results.
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여기서 ,  ,   은 각각 배열응답 행렬, 신호, 덧셈잡
음을 의미하며 식 (3)과 같이 표현할 수 있다





  


 



… 

… 
 




,

 
 

⋯

 ,

   
, ∼ 

  . (3)

여기서 은 circular complex normal을 의미하며, 산란
점 i의 안테나 1에 대한 안태나 2의 위상은 로, 산란점
신호의 크기 및 위상은 각각 , 로 표시하였다.
이때 는 매 시행 시 변하지 않는 결정적 장애모수

(deterministic nuisance parameter)이고, 는 레이다와 산란

점까지의 거리에 따라 변하는 확률적 장애모수(random 
nuisance parameter)이다.
본 논문에서는 가 무작위(random)인 다중  산란점

의 경우, 모노펄스 레이다로 추정한 식 (1)의 최빈값

(mode)이 가중치 원형 평균값(weighted circular mean), 

arg
  




임을 증명하였다 (그림 1). 이와 같은 사실은

지금까지 공개된 참고문헌(예를 들어 참고문헌 [1] 및 참
고문헌[2])에 알려진 바 없다. 그림 2에 가중치 원형평균

값의의미를보였다. 참고로선형평균값 
  




  




은 가 크지 않을 경우 원형 평균값과 거의 차이가 없는

데, 각도와 같이 방향성이 있는 값들의 평균값을 다룰 떄
는 원형평균값이 더 적합함이 잘 알려져 있다[3]. 

Ⅱ. 통계량 (Statistic) 분포의 유도

산란점의개수가  일때두안테나에서받은측정값을

 
  




,  

  






(4)

라고 하고 식 (5)의 함수

≡argarg     ⋯ 
 (5)

를 정의하자. 또한 가 균일분포(uniform distribution) 
∼라고 가정하고,   의 퍼짐(range or spread)
을 식 (6)과 같이 정의하며,

 
≤ ≤

max , (6)

의 정의역 (domain)이 식 (7)과 같다고 하자.

  ≤  ≤   . (7)
  
이 경우 ≤ ≤일때 확률변수   의 확률밀도

함수는 식 (8)과 같이 표현할 수 있다.

  ≤






     
(8)

     
편의상 우선  인 경우를 고려하자. 이제 

   을 구하기 위하여 의 3차원 정의역
(domain) 를 식 (9)와 같이 6개의  ≤ ≤ 1차원 정
의역으로 분해(partition)하자:

  
 ≤ 

≤ 
, (9)

여기서 는   의 여섯개의 순열(permutation)로
서    ,    ,    ,    , 
   ,     를 의미한다. 
이제 정의역이   로 한정된 함수 를 

라고

하면, 확률변수의 함수(function of random variables)에 관
그림 1. 모노펄스의 기하학적 해석
Fig. 1. Geometric interpretation of the monopulse operation. 

그림 2. 각도의 가중치 원형 평균
Fig. 2. Weighted circular mean of angles.
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한 잘 알려진 정리[4]를 사용하여

   
  




  

(10)


  


 






    (11)

임을 알 수 있다. 여기서 는 를 개의(monotonic) 
1:1 함수로 분해한 번째 함수이다.
함수 를 각각  ,  를 지나는 직선으로 근사

하면 이 되고, 식 (11)은 식 (12)와 같이 간략화된다.


      min

 ≤≤ max


  elsewhere (12)

여기서 b=|fi(0)−f i(r)|min
 min   , max

 

max이다. 
이제[4], 106쪽의 order statistic의 퍼짐에 관한 정리 2.2

를  인 경우, ≤ ≤ 의 균일분포에 대하여

적용하고 적분하면 식 (13)을 얻는다.

    








(13)
              
이제 마지막으로 식 (10), 식 (12) 및 식 (13)을 식 (8)에

대입하면  ≤를 구할 수 있다.
그림 3∼그림 5에    ,   

의 경우를 보였다. 
그림 3은 일 때  , 

,

  

tan




coscoscos

sinsinsin 




−tan




coscos

sinsin 




(14)

을 보인 것으로서

그림 4에 ≤ ≤ 각각에 대하여 식 (10) 및 식
(12)를 보였다. 왼쪽의 수렴하는 값, −0.15는 식 (14)에
  을 대입한 값,

tan




coscoscos

sinsinsin 




으로서 의 원형 가중치 평균값임을 알 수 있다. 
그림 5에 식 (8)의 결과를 보였다.   의 분포의

최빈값은 의 원형 가중치 평균값, −0.15에서 나타난다. 
또한 각도들이 작을 경우 선형평균(Lmean)과 원형평균
(Cmean)이 거의 일치함을 볼 수 있다. 하지만 분포 가
비대칭(skew)이어서 의 평균값은 최빈값보다 약간 오른

그림 4. 퍼짐각에 따른 c의 분포
Fig. 4. Distribution of c vs spread angles.

 

그림 3. 여섯 개의 1-D 함수
Fig. 3. Six 1-D functions    .

그림 5. r≤80°일 때 추정통계량의 분포
Fig. 5. Distribution of the estimation statistic when r≤80°.
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쪽에 위치할 것이다.
이상에서 설명을 쉽게 하기 위하여 정의역이 1차원으

로 분해되는  인 경우를 고려하였는데,  일 경

우는  순열 각각에 대하여 


로 고정하

고, exp
 , ... exp는 변화시키

며 하나의 합벡터로 취급하면 지금까지 다룬  인 경

우가 된다.
예를 들어 그림 6에서  인 경우를 보였는데, 총

24개의 순열에 대하여 양쪽 (하늘색) 벡터를 각도 로 고
정하고 중앙의 두 벡터 (초록색, 파란색)를 2-D 공간에서
변화시키되 합벡터 (붉은색)으로 취급한다. 

Ⅲ. 모의실험 

Ⅱ절에서 유도한 결과를 검증하기 위하여 균일분포를
따르는 ∼를 발생시켜서   °를 선택
하여 그림 7 및 그림 8에 그림 4 및 그림 5에 해당하는

산포도와 히스토그램을 그렸다. 두 경우 모두 이론적으로
얻은 결과와 일치함을 볼 수 있다. 

Ⅳ. 결  론 

다중 산란점의 위상이 균일분포를 가질 때 일반적 모
노펄스 원리로 추정한 위상의 분포함수를 정의역 분해방

식을 이용하여 적분식(식 (8))으로 표현하고, 근사과정을
거쳐서 수치해석적으로 얻었다(그림 5). 이 결과는 다시
모의실험으로 검증하였다. 여기서 추정한 위상의 최빈값
은 각각 산란점 위상값의 가중치 원형 평균값이라는 점
을 알 수 있었다. 본 연구의 의의는 모노펄스레이다에 의
한 미분해 다수 산란점들의 각도추정값이 적절함을 엄밀

하게 확인하는 데 있다.  
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그림 6.  를  으로 변환하는 법
Fig. 6. Converting   to  .

그림 7.   의 산포도
Fig. 7. Scatter plot of    .

그림 8.   ≤ °의 히스토그램
Fig. 8. Histogram of   ≤ ° .


